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∗Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß
∗∗Öåíòð íåëèíåéíîé ôèçèêè, èññëåäîâàòåëüñêàß øêîëà ôèçè÷åñêèõ è
èíæåíåðíûõ íàóê, Àâñòðàëèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, Êàíáåððà
Íà îñíîâå äèñêðåòíîé ìîäåëè, îòðàæàþùåé íå òîëüêî òðàíñëßöèîííûå,
íî è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ñòðóêòóðíûõ ß÷ååê, ïîñòðîåíû äâà
âàðèàíòà äâóõïîëåâûõ îáîáùåíèé ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè òåë Êîññåðà.
Ñðàâíåíèåì äèñïåðñèîííûõ ñîîòíîøåíèé ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåííûå
ìîäåëè óòî÷íßþò îäíîïîëåâóþ ìîäåëü Êîññåðà ðàçëè÷íûì îáðàçîì è
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñß äëß ìîäåëèðîâàíèß íå òîëüêî äëèííîâîëíîâûõ,
íî è êîðîòêîâîëíîâûõ ïîëåé ñìåùåíèé è âðàùåíèé.
On the basis of the discrete model that takes into account not only tran-
slational, but also rotational degrees of freedom of structural cells, two
variants of two-ﬁeld generalizations of Cosserat model are constructed. By
comparison of dispersion relations it is shown, that the constructed models
specify Cosserat model in the various ways and can be used for modeling
not only long-wave, but also short-wave ﬁelds of displacement and rotations.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîäåëü Êîññåðà; äâóõïîëåâàß ìîäåëü; êîðîòêîâîë-
íîâûå äåôîðìàöèè.
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Ââåäåíèå. Êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñß äëß ìîäåëèðî-
âàíèß òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë, ñîñòàâëåííûõ èç áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âçàè-
ìîäåéñòâóþùèõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òàêèå ìîäåëè,
â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëßþò âûðàçèòü ìàêðî-õàðàêòåðèñòèêè òåëà ÷åðåç ïàðàìåòðû
ñòðóêòóðíûõ ß÷ååê, â ðßäå ñëó÷àåâ êîíòèíóàëüíûå ìîäåëè ïîçâîëßþò íàõîäèòü
àíàëèòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèß ðåøåíèé äëß äèñêðåòíûõ ñèñòåì, ñòðîèòü ýôôåê-
òèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû.
Îäíàêî ïðè ïîñòðîåíèè êîíòèíóàëüíûõ ïðèáëèæåíèé òåðßåòñß íåêîòîðàß èí-
ôîðìàöèß ñòðóêòóðíîãî óðîâíß. Â ÷àñòíîñòè, îáû÷íîé ïðîáëåìîé êëàññè÷åñêèõ
îäíîïîëåâûõ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé, ßâëßåòñß òî, ÷òî îíè íå ïðèìåíèìû äëß ìî-
äåëèðîâàíèß êîðîòêîâîëíîâûõ äåôîðìàöèé äèñêðåòíûõ ñèñòåì. Ðàçðàáîòêà ìåòî-
äîâ ïîñòðîåíèß óòî÷íåííûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ.
Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïîñòðîåíèß, ñòðîßòñß è àíàëèçèðóþòñß äâà âàðèàí-
òà äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé. Èõ ïîñòðîåíèå áàçèðóåòñß íà ââåäåíèè äâóõ ðàçëè÷íûõ
ïðåäñòàâëåíèé òåëà êàê âçàèìîïðîíèêàþùèõ ðåøåòîê ñ èñïîëüçîâàíèåì äëß îïè-
ñàíèß äåôîðìàöèé äèñêðåòíîé ñèñòåìû íå îäíîãî, êàê â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëßõ
[1-4], à äâóõ âåêòîðíûõ ïîëåé òîé æå ñòðóêòóðû (ñ òåìè æå ñòåïåíßìè ñâîáîäû),
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÷òî è ó îäíîïîëåâûõ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñß âîç-
ìîæíîñòü îïèñàíèß â äëèííîâîëíîâîì ïðèáëèæåíèè íå òîëüêî äëèííîâîëíîâûõ,
íî êîðîòêîâîëíîâûõ äåôîðìàöèé.
1. Äèñêðåòíàß ìîäåëü. Ðàññìàòðèâàåòñß ß÷åèñòîå òåëî ñ êâàäðàòíîé ðåøåò-
êîé ðàñïîëîæåíèß ýëåìåíòîâ (ðèñ. 1a, á). Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî äåôîðìàöèß ñè-
ñòåìû îïðåäåëßåòñß íå òîëüêî ñìåùåíèßìè ui, vi, íî è âðàùåíèßìè φi ýëåìåíòîâ
(÷àñòèö).






















vm − vn + 12r(n,m) (φm + φn)
]2
,
ãäå r(n,m) - ðàññòîßíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè;K(n,m)n ,K(n,m)s õàðàêòåðèçóþò æåñòêîñòè
ñâßçåé â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèßõ, G(n,m)r - ñîïðîòèâëåíèå âðàùå-
íèþ. Óïðóãèå ïîñòîßííûå äëß îñåâûõ ñâßçåé îáîçíà÷àåì Kn, Ks, Gr. Ïðèíèìàåì,
÷òî Kds = 0, Gdr = 0 è Kdn 6= 0 äëß äèàãîíàëüíûõ ñâßçåé [4]. Îñåâîå ðàññòîßíèå
ìåæäó ÷àñòèöàìè ðàâíßåòñß d.
Ðèñ. 3: Äâà ïðåäñòàâëåíèß ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìû. Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèß.











ãäå M - ìàññà, à I - ìîìåíò èíåðöèè n-é ÷àñòèöû.
2. Ïåðâûé âàðèàíò äâóõïîëåâîé ìîäåëè. Äâóõïîëåâóþ ìîäåëü ñòðîèì,
ðàññìàòðèâàß â êà÷åñòâå áàçîâîé ìàêðîß÷åéêó èç äâóõ (m,n), (m+1, n) ýëåìåíòîâ
(ðèñ. 1à) âìåñòî ðàññìàòðèâàåìîé îáû÷íî ìèíèìàëüíîé ß÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè,
ñîäåðæàùåé îäíó ÷àñòèöó [3, 4]. Õîòß âñå ýëåìåíòû èäåíòè÷íû, äëß ìàðêèðîâêè
ýëåìåíòîâ ââîäèì ðàçëè÷íûå èíäåêñû 0 è 1.
2.1. Óðàâíåíèß è äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèß äèñêðåòíîé ìîäåëè.
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ãäå r = 0 , j = 1 äëß ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé, r = 1, j = 0 è èíäåêñ m äîëæåí
áûòü çàìåíåí íà m+1 äëß äðóãèõ òðåõ óðàâíåíèé; um,ns , vm,ns , φm,ns - êîìïîíåíòû
âåêòîðà ñìåùåíèß è óãîë ïîâîðîòà ÷àñòèöû ñ êîîðäèíàòàìè (md, nd) s-é ðåøåòêè.
Èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß äëß êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
∆xwm,n = wm+1,n − wm−1,n, ∆xxwm,n = wm+1,n − 2wm,n + wm−1,n,
∆ywm,n = wm,n+1 − wm,n−1, ∆yywm,n = wm,n+1 − 2wm,n + wm,n−1,
∆wm,n = wm+1,n+1 + wm+1,n−1 + wm−1,n+1 + wm−1,n−1 − 4wm,n,
∆xywm,n = wm+1,n+1 − wm+1,n−1 − wm−1,n+1 + wm−1,n−1.
Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðîâîäèòñß äëß ðåøåíèé âèäà
um,nk = u˜k exp [i (ωt−mKx − nKy)] ,
vm,nk = v˜k exp [i (ωt−mKx − nKy)] , (1)
φm,nk = φ˜k exp [i (ωt−mKx − nKy)] ,
ãäå Kx = kxd, Ky = kyd, kx è ky - âîëíîâûå ÷èñëà; u˜k , v˜k, φ˜k - àìïëèòóäû âîëí,
k = 0, 1 ; ω - óãëîâàß ÷àñòîòà.
Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèé (1) â äèñêðåòíûå óðàâíåíèß äâèæåíèß ïðèâîäèò ê





















k = 0, 1, ñèñòåìà ðàñùåïëßåòñß íà äâå ñèñòåìû èç òðåõ óðàâíåíèé âèäà[
ak,1 +Mω2k
]





V˜k + ak,5iΦ˜k = 0, (2)





Êîýôôèöèåíòû â (2) äëß k = 0 èìåþò âèä
a0,1 = 2Kn (cosKx − 1) + 2Kdn (cosKx cosKy − 1) + 2Ks (cosKy − 1) ,
a0,2 = −2Kdn sinKx sinKy, a0,3 = dKs sinKy, a0,5 = −dKs sinKx,
a0,4 = 2Kn (cosKy − 1) + 2Kdn (cosKx cosKy − 1) + 2Ks (cosKx − 1) ,
a0,6 = 2Gr (cosKx + cosKy − 2) + d2Ks (− cosKx − cosKy − 2) /2.
Êîýôôèöèåíòû â (2) äëß k = 1
a1,1 = 2Kn (− cosKx − 1) + 2Kdn (cosKx cosKy − 1) + 2Ks (− cosKy − 1) ,
a1,2 = −2Kdn sinKx sinKy, a1,3 = −dKs sinKy, a1,5 = dKs sinKx,
a1,4 = 2Kn (− cosKy − 1) + 2Kdn (cosKx cosKy − 1) + 2Ks (− cosKx − 1) ,
a1,6 = 2Gr (− cosKx − cosKy − 2) + d2Ks (cosKx + cosKy − 2) /2.
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Êîýôôèöèåíòû a0,k ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû
â ñòàòüå [3] äëß ñëó÷àß ïðîñòîé ß÷åéêè. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a1,k ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû ïîñðåäñòâîì çàìåí Kx → Kx − pi , Ky → Ky − pi â a0,k.
Äèñêðåòíîé ìîäåëè â ñëó÷àå ïðîñòîé ß÷åéêè ñ îäíîé ÷àñòèöåé (m,n) íà îáëà-
ñòè 0 ≤ Kx ≤ pi , 0 ≤ Ky ≤ pi ñîîòâåòñòâóþò òðè äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè âîëí
ñæàòèß, ñäâèãà è ìèêðî- âðàùåíèé. Äèñêðåòíîé ìîäåëè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
ìàêðîß÷åéêè èç äâóõ ÷àñòèö íà îáëàñòè Kx ≥ 0, Ky ≥ 0, Kx + Ky ≤ pi ñîîòâåò-
ñòâóþò øåñòü ïîâåðõíîñòåé. Òðè èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì a0,k,
ñîâïàäàþò ñ äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòßìè äëß ïðîñòîé ß÷åéêè íà ýòîé îáëà-
ñòè. Òðè äðóãèå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì a1,k, ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû îòðàæåíèßìè ïîâåðõíîñòåé ïðîñòîé ß÷åéêè èç îáëàñòè Kx + Ky ≥ pi ,
Kx ≤ pi, Ky ≤ pi. Ïëîñêîñòü îòðàæåíèß Kx +Ky = pi .
2.2. Äâóõïîëåâàß ìîäåëü. Ñðàâíåíèå ìîäåëåé. Ïðè ïîñòðîåíèè äâóõ-
ïîëåâîé ìîäåëè äëß îïèñàíèß äåôîðìàöèé ðåøåòîê ââîäèì äâå âåêòîð-ôóíêöèè
{uk(x, y, t), vk(x, y, t), φk(x, y, t)}, k = 0, 1. Çàìåíû wm±1,n±1i → wi(x ± d, y ± d) â
äèñêðåòíûõ óðàâíåíèßõ äâèæåíèß ïðèâîäßò ê øåñòè ôóíêöèîíàëüíî-ðàçíîñòíû-
ìè îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèßì. Ðàçëîæåíèßìè ôó-
íêöèé ïåðåìåùåíèé è âðàùåíèé â ðßä Òåéëîðà â òî÷êàõ, ãäå îïðåäåëåíû óðàâíå-
íèß, ïîëó÷àåì òî÷íóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ìîäåëü. Îñòàâèâ ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíû-
ìè íå âûøå âòîðîãî ïîðßäêà, ïðèõîäèì ê ïðèáëèæåííîé äëèííîâîëíîâîé äâóõ-
ïîëåâîé ìîäåëè. Åå óðàâíåíèß ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé
äâèæåíèß ïîñðåäñòâîì çàìåí
∆xwm,nr → 2dwr,x, ∆xxwm,nr → d2wr,xx,
∆ywm,nr → 2dwr,y, ∆yywm,nr → d2wr,yy,





















k = 0, 1, ñèñòåìà øåñòè óðàâíåíèé ðàñùåïëßåòñß íà äâå ñèñòåìû.
Óðàâíåíèß äëß k = 0 èìåþò âèä
MU0,tt = Knd2U0,xx +Knd2 [∆U0 + 2V0,xy] +Ksd2 [U0,yy − Φ0,y] ,
MV0,tt = Knd2V0,yy +Knd2 [2U0,xy +∆V0] +Ksd2 [V0,xx +Φ0,x] ,
IΦ0,tt = Grd2∆Φ0 +Ksd2
[




Ýòè óðàâíåíèß áûëè ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðîñòîé ß÷åéêè â ñòàòüå [3]. Áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèß êëàññè÷åñêîé ìèêðîïîëßðíîé ìîäåëè êîíòèíóó-
ìà Êîññåðà [2]. Îíè äàþò õîðîøèå àïïðîêñèìàöèîííûå ðåøåíèß äëß ìåäëåííî-
èçìåíßþùèõñß äëèííîâîëíîâûõ äåôîðìàöèé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, íî íå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû äëß ìîäåëèðîâàíèß êîðîòêîâîëíîâûõ äåôîðìàöèé.
Äëß k = 1 èìååì óðàâíåíèß
MU1,tt = Kn
[−d2U1,xx − 4U1]+Kdnd2 [∆U1 + 2V1,xy]−
−Ks
[




[−d2V1,yy − 4V1]+Kdnd2 [2U1,xy +∆V1]−
−Ks
[




[−d2∆Φ1 − 8Φ1]+Ksd2 [−U1,y + V1,x + d2∆Φ1/4] .
(4)
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×òîáû èññëåäîâàòü ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåì êîíòèíóàëüíûå àíàëîãè ðåøåíèé
(1)
Uk(x, y) = U˜k exp [i (ωt− kxx− kyy)] ,
Vk(x, y) = V˜k exp [i (ωt− kxx− kyy)] , (5)
Φk(x, y) = Φ˜k exp [i (ωt− kxx− kyy)] ,
Èõ ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèß (3) âåäåò ê ñèñòåìå (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè
c0,1 = −KnK2x +Kdn
(−K2x −K2y)−KsK2y , c0,2 = −2KdnKxKy,
c0,3 = dKsKy, c0,4 = −KnK2y +Kdn
(−K2x −K2y)−KsK2x,
c0,5 = −dKsKx, c0,6 = Gr
(−K2x −K2y)+ d2Ks (K2x +K2y − 8) /4.
Êîýôôèöèåíòû c0,k ßâëßþòñß ðàçëîæåíèßìè â ðßäû Òåéëîðà êîýôôèöèåíòîâ
a0,k äèñêðåòíîé ìîäåëè îòíîñèòåëüíî kx = 0, ky = 0 äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðßäêà.






(−K2x −K2y)+Ks (K2y − 4) , c1,2 = −2KdnKxKy,





(−K2x −K2y)+Ks (K2x − 4) ,








Êîýôôèöèåíòû c1,k ßâëßþòñß ðàçëîæåíèßìè â ðßäû Òåéëîðà äî ÷ëåíîâ âòîðî-
ãî ïîðßäêà êîýôôèöèåíòîâ a1,k â òî÷êå Kx = 0, Ky = 0. Ïîýòîìó, â ñèëó îòìå-
÷åííîãî â ðàçäåëå 2.1 ñîîòíîøåíèß ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè a0,k è a1,k, à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùèìè èì äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòßìè, äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíî-
ñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì c1,k äâóõïîëåâîé ìîäåëè, ïîñëå îòðàæåíèß
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Kx+Ky = pi èç îáëàñòè Kx ≥ 0, Ky ≥ 0, Kx+Ky ≤ pi àï-
ïðîêñèìèðóþò äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè äèñêðåòíîé ñèñòåìû â òî÷êå Kx = pi,
Ky = pi .
Íà ðèñ. 2à ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå Kx = Ky äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé âîëí
ñäâèãà, ñæàòèß, ìèêðî-âðàùåíèé. Ïàðàìåòðû âûáðàíû êàê è â [3, 4] äëß ãðàíóëè-
ðîâàííîé ñðåäû: λ = 55.5 MPa, µ = 83.3 MPa, d = 0.05 m, Gr/2d = 69.5 kN ,
Kn = 2dµ, Kdn = λd, Ks = Gr/d2, ρ = 1800 kg/m3, J = 0.5625 kg/m, M = ρd3,
I = Jd3. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äèñêðåòíîé ðåøåòêè, ìîäåëè Êîññåðà è ïåðâîãî
âàðèàíòà äâóõïîëåâîé ìîäåëè íàðèñîâàíû íà ðèñ. 2à ñïëîøíûìè, òî÷å÷íûìè è
ïóíêòèðíûìè ëèíèßìè, ñîîòâåòñòâåííî. Êðèâûå äëß îäíîïîëåâîé ìîäåëè Êîññåðà
è ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå äâóõïîëåâîé ìîäåëè ñîâïàäàþò äëß äëèííûõ âîëí â
èíòåðâàëå 0 < Kx < pi/2. Äâóõïîëåâàß ìîäåëü äàåò õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ äëß
êîðîòêèõ âîëí â îáëàñòè îêîëî Kx = Ky = pi è òî÷íà â ýòîé òî÷êå. Âèäíî, ÷òî
îäíîïîëåâàß ìîäåëü Êîññåðà äàåò â ýòîé îáëàñòè çíà÷èòåëüíóþ îøèáêó.
3. Âòîðîé âàðèàíò äâóõïîëåâîé ìîäåëè. Ðàññìàòðèâàåì ïðîñòóþ ðåøåòêó
êàê äâå âçàèìîïðîíèêàþùèå ðåøåòêè, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1á.
3.1. Óðàâíåíèß è äèñïåðñèîííûå îòíîøåíèß äèñêðåòíîé ìîäåëè. Àíà-
ëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó âûøå ñëó÷àþ ñòðîèì äèñêðåòíûå óðàâíåíèß äâèæåíèß,
íî äëß ñëó÷àß ìàðêèðîâêè ÷àñòèö, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 1á. Ïîäñòàíîâêà (1) â
ýòè óðàâíåíèß äàåò ñèñòåìó øåñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëß àìïëèòóä, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü ðàñùåïëåíû íà äâå ñèñòåìû (2). Êîýôôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå
k = 0, ñîâïàäàþò ñ a0,k.
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Ðèñ. 4: Äèñïåðñèîííûå êðèâûå ìîäåëèðóåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, åå îäíîïîëå-
âîé è äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé (ñïëîøíûå, òî÷å÷íûå è ïóíêòèðíûå ëèíèè, ñîîòâåò-
ñòâåííî).
Êîýôôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå k = 1, èìåþò âèä
a2,1 = 2Kn (− cosKx − 1) + 2Kdn (− cosKx cosKy − 1) + 2Ks (cosKy − 1) ,
a2,2 = 2Kdn sinKx sinKy, a2,3 = dKs sinKy, a2,5 = dKs sinKx,
a2,4 = 2Kn (cosKy − 1) + 2Kdn (− cosKx cosKy − 1) + 2Ks (− cosKx − 1) ,
a2,6 = 2Gr (− cosKx + cosKy − 2) + d2Ks (cosKx − cosKy − 2) /2.
Ýòè êîýôôèöèåíòû ìîæíî ïîëó÷èòü èç a0,k çàìåíîé Kx → Kx − pi . Òàêèì
îáðàçîì, äèñêðåòíîé ìîäåëè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íà îáëàñòè 0 ≤ Kx ≤ pi/2,
0 ≤ Ky ≤ pi ñîîòâåòñòâóþò øåñòü ïîâåðõíîñòåé. Òðè èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòàì a0,k, ñîâïàäàþò ñ äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòßìè äëß ïðîñòîé
ß÷åéêè íà ýòîé îáëàñòè. Òðè äðóãèå ïîâåðõíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöè-
åíòàì a1,k, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû îòðàæåíèßìè ïîâåðõíîñòåé ïðîñòîé ß÷åéêè èç
îáëàñòè pi/2 ≤ Kx ≤ pi, 0 ≤ Ky ≤ pi. Ïëîñêîñòü îòðàæåíèß Kx = pi/2 .
3.2. Äâóõïîëåâàß ìîäåëü. Ñðàâíåíèå ìîäåëåé. Äëß ïîñòðîåíèß äâóõïî-
ëåâîé ìîäåëè èñïîëüçóåì äâå âåêòîð-ôóíêöèè. Ìåòîäèêà ïîñòðîåíèß êîíòèíóàëü-
íûõ óðàâíåíèé äâóõïîëåâîé ìîäåëè íà îñíîâå äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ìàêðîß÷åéêè
àíàëîãè÷íà îïèñàííîé âûøå â ðàçäåëå 2.2.
Â ëèíåéíîì ñëó÷àå ñèñòåìà øåñòè ñâßçàííûõ óðàâíåíèé ðàñùåïëßåòñß íà äâå
ñèñòåìû. Ïåðâàß ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàß k = 0, ñîâïàäàåò ñ (3). Òî åñòü âòîðàß
ìîäåëü, êàê è ïîñòðîåííàß âûøå, ñîäåðæèò, êàê ñîñòàâëßþùóþ ÷àñòü, êëàññè÷å-
ñêèå óðàâíåíèß òåîðèè Êîññåðà.
Íîâûå óðàâíåíèß, ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èòàíèþ ïðè ââåäåíèè íîâûõ ïåðåìåí-











MV2,tt = Knd2V2,yy −Kdn
[
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K2x +K2y − 4
)−KsK2y , c2,2 = 2KdnKxKy,











c2,5 = dKsKx, c2,6 = Gr
(
K2x −K2y − 4
)
+ d2Ks
(−K2x +K2y − 4) /4.
Êîýôôèöèåíòû c2,k ßâëßþòñß ðàçëîæåíèßìè â ðßäû Òåéëîðà êîýôôèöèåíòîâ
a2,k äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðßäêà îòíîñèòåëüíî Kx = 0, Ky = 0. Ïîýòîìó, â ñèëó îò-
ìå÷åííîãî â ðàçäåëå 3.1 ñîîòíîøåíèß ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè a0,k è a2,k, à òàêæå
ñîîòâåòñòâóþùèìè äèñïåðñèîííûìè ïîâåðõíîñòßìè, äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì c2,k ïîñòðîåííîé äâóõïîëåâîé ìîäåëè, ïîñëå îò-
ðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Kx = pi/2 èç îáëàñòè 0 ≤ Kx ≤ pi/2, 0 ≤ Ky ≤ pi
àïïðîêñèìèðóþò äèñïåðñèîííûå ïîâåðõíîñòè ìîäåëèðóåìîé äèñêðåòíîé ñèñòåìû
â òî÷êå Kx = pi, Ky = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàß äâóõïîëåâàß ìîäåëü ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ñîñòàâ-
ëßþùåé êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü Êîññåðà, äàåò òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè îïèñàíèè, êàê
äëèííûõ âîëí, òàê è êîðîòêèõ âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèßì âîëíîâûõ ÷èñåë
âáëèçè kxd = pi, kyd = 0.
Íà ðèñ. 2á ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå Ky = 0 äèñïåðñèîííûõ ïîâåðõíîñòåé. Êðè-
âûå äëß äâóïîëåâîé ìîäåëè ïîñòðîåíû íà îñíîâå âòîðîãî âàðèàíòà äâóõïîëåâîé
ìîäåëè. Ïàðàìåòðû è ñòèëü ëèíèé òàêèå æå, êàê íà ðèñ. 2a. Äâóõïîëåâàß ìîäåëü
èìååò òó æå ñàìóþ òî÷íîñòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè äëèííûõ âîëí äèñêðåòíîé ñèñòå-
ìû, ÷òî è êëàññè÷åñêàß îäíîïîëåâàß ìîäåëü Êîññåðà [2, 3]. Îäíàêî, â îòëè÷èè îò
íåå, äàåò õîðîøóþ àïïðîêñèìàöèþ òàêæå è â îáëàñòè êîðîòêèõ âîëí äëß çíà÷åíèé
âîëíîâûõ ÷èñåë îêîëî òî÷êè Ky = pi, Ky = 0 è òî÷íà â ýòîé òî÷êå.
Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå äàíà ðàçðàáîòêà òåîðèè ìíîãîïîëåâîãî ïîäõîäà äëß ïî-
ñòðîåíèß îáîáùåííûõ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé äëß ìîäåëèðîâàíèß ñòðóêòóðíûõ
ñèñòåì ñ ó÷åòîì êîðîòêîâîëíîâûõ ïîëåé [5-8]. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ïîñòðîå-
íèß äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé ïëîñêèõ òåë ñ ó÷åòîì âðàùåíèé ýëåìåíòîâ. Ïîñòðîåíû
äâà òèïà äâóõïîëåâûõ ìîäåëåé. Ïîêàçàíî, ÷òî îáå ìîäåëè ñîäåðæàò êëàññè÷åñêóþ
îäíîïîëåâóþ ìîäåëü Êîññåðà, òî åñòü ïðèìåíèìû äëß ìîäåëèðîâàíèß äëèííîâîë-
íîâûõ ìåäëåííî èçìåíßþùèõñß äåôîðìàöèé äèñêðåòíîé ñèñòåìû, è óòî÷íßþò åå
ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîðîòêîâîëíîâûõ äåôîðìàöèé ðàçëè÷íûì îáðàçîì.
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